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Capitulo 1

Introduccion

En principios del siglo XX los fenémenos no lineales fueron estudiados en sistemas mecanicos, en
la actualidad podemos encontrar este tipo de fenémenos en varias ramas de la ciencia y tecnologia,
por elemplo en sistemas electromagnéticos, quimicos, cosmoldgicos, etc. De manera general,es estudi-
ar el caso que se presenta dentro de la electrodinamica no lineal como es el estudio de la Ecuaciéon
Cubica-Quinta No-Lineal de Schrodinger, para describir esté tipo de fenémenos.

Como es conocido tenemos que para sistemas lineales que tienen movimiento ondulatorio, en un pa-
quete de onda que inicialmente esta bien formado, con el transcurso del tiempo se va deteriorando,
caracteristica que se debe a la dispersién de sus componentes [1,2].

Sin embargo para resolver este problema, en el estudio de ondas no lineales en sistemas dispersivos se
muestra que la ecuacién de Schrodinger, para sistemas de ondas que tienen una aproximacion lineal,
de ondas planas de alta frecuencia, la ecuacién de onda unidimensional en campos lejanos es genérica.
Por lo que esta ecuacion se puede resolver bajo condiciones de valor inicial aplicando una transforma-
cién inversa de dispersién [1].

Por regla general existen algunas ondas solitarias que son estables a la dispersién; lo cual es debido
a que su deterioro paulatino de onda solitaria, que es compensado por la tendencia que tienen sus
componentes a juntarse, gracias a los términos no lineales de la ecuacién de campo [2].

Sabemos que para sistemas no lineales, se usa un concepto que sirve para describir una onda solitaria
Y

que emerge de alguna interaccion, sin que exista un cambio de velocidad y forma, este fenémeno se

describe como ”Solitén”; esta palabra fue introducida por Zabusky y Kruskal, para la descripcién del

mismo [3].

Evidentemente sabemos que dentro de la literatura existen definiciones muy variadas del concepto de
”Solitén”; pero tomamos la definicion més acertada que define al ”Solitéon” como una configuracion
de campo distinto del vacio; que es una solucién de la ecuacién no lineal localizada en el espacio y con
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energia finita [3].

De esta manera tenemos que para describir esta ecuacién existen soluciones multisoliténicas que jue-
gan un papel muy importante para la descripcién de algunos fenémenos utilizados en 6ptica no lineal;
donde un método analitico muestra que las ondas solitonicas estables tienen soluciones espaciales que
describen multiples colisiones de solitones [2].

Si hacemos un recuento histérico de la descripcion de este fendmeno, tenemos que mencionar que, uno
de los logros mas notables que se ha conseguido en la segunda mitad del siglo XX y que ademas ilustra
con claridad la Fisica No Lineal es la ”Teoria de Solitones”, debido a que los solitones son ondas no
lineales que exhiben un comportamiento inesperado, ondas solitarias que se propagan sin deformarse.

La existencia de ondas soliténicas fue descubierta por un ingeniero escoses llamado John Scott Russell,
quien llamaba a estas ondas "ondas de translaciéon”, su afirmacion fue realizada cuando, observaba un
bote, que era jalado rdpidamente sobre un canal regularmente estrecho de agua [9].

Después de presentar su trabajo ante la Asociacién Britanica, Airy y Stockes argumentaron que esta
onda no era permanente debido a la disminucién de la misma. Asi posteriormente fue hasta a medi-
ados de 1960, cuando se estudio la propagacién de ondas no lineales, donde se aprecio la aportacion
de Russell que vio el comportamiento de la onda solitaria como una entidad dinamica que mostraba
propiedades de una particula; lo cual en fisica desde la perspectiva moderna es usado como un ele-
mento constructivo para formular comportamientos dindmicos complejos de sistemas de ondas [5].

Russell estaba tan entusiasmado por este fendmeno que trato de explicar muchas cosas en el universo
de la misma forma. Pero lo més importante, fue que hizo experimentos, recreando estas ”grandes
olas solitarias” en su laboratorio. Sin embargo no fue sino hasta 61 anos después, que los tedricos,
Korteweg y de Vries, lograron obtener la ecuacién que explicaba los experimentos de Russell [4].

Estrictamente, esta ecuacién de Korteweg de Vries (KdV) describe a los solitones si, tienen la propiedad
de conservar su identidad (velocidad y forma) en colisiones (eldsticas). Resulta que esta propiedad
estd relacionada con la integrabilidad del sistema, apareciendo muy raramente en sistemas no-integrables
(como la ecuacién de difusién no-lineal) [5].

Para algunas ecuaciones no lineales con dispersion, es posible que exista una reduccién de la anchura
de impulso, la cual se da debido a la no linealidad que se equilibra exactamente por la ampliacion de
la anchura debido a la dispersion [10].

Por otra parte, en 1971 en la Academia de Ciencias de la URSS, los investigadores Zakarov Vladimir
Euguenievich y Shabat Aleksei Borisovich, encontraron que las soluciones soliténicas a la ecuacién
que hoy en dia se conoce como la Ecuacién No-Lineal de Schrodinger (NLS) [9]. Donde las soluciones
solitonicas de la ecuacién NLS describe los fenémenos con una débil y una fuerte no linealidad dis-
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persada, como las olas en aguas profundas, laseres auto-centrados en dieléctricos, la propagacién de
senales en fibras épticas, imanes 1D Heisenberg, y vértices en el flujo de fluidos, etc [4].

También con esta contribucion, se obtiene la presencia de solitones grises y su interaccion mutua en el
marco de la llamada Ecuacién Cibica-Quinta No Lineal de Schrodinger (ECQNLS) en dos dimensiones
espacio-tiempo con las coordenadas (r,t). Donde se puede usar una solucién soliténica de la Ecuacién
de Boussineq (EB)(ecuacién con dispersion negativa)[1,26], para la ECQNLS la cual es construida de
uno, dos y tres solitones grises. Presentando la interaccion eldstica e ineldstica de estos solitones.

De esta forma se producen métodos para dar solucién a este tipo de problemas, donde se pretenden
desarrollar técnicas para encontrar las soluciones especiales a las ecuaciones fundamentales [1,4]. El
cientifico Hirota ha hecho contribuciones muy significativas, el cual propone introducir una transfor-
mada dependiente de las variables, que debe reducir la ecuacién de evolucién a una ecuacion bilineal
[1,11].

Otro de los métodos mas usados para la solucién de estas ecuaciones es el método de dispersion inversa,
el cual fue inventado por Gardner en 1967 el cual resuelve la ecuacién KdV. Posteriormente en 1968
Lax dio una formula més general de este método. De igual manera en 1971 Zakharov y Shabat usando
este método resolvieron la ecuacién NLS y en 1973 Ablowizt resolvio la ecuacion sG (seno-Gordon),
usando el mismo método [4].

Dentro de los campos nolineales, la éptica no lineal ha crecido recientemente, ya que particularmente
en el caso de solitones y otro tipo de transmision de pulsos no lineales; son propagados a través de
fibras opticas, como es el caso de la luz, o series largas de datos de muy alta capacidad sin dispersion
en las comunicaciones [7,13]. De tal forma que un soliton puede propagarse a lo largo de una fibra
Optica sin cambiar de forma, y por lo tanto puede considerarse como un trozo natural de informacién.
Donde una caracteristica de este tipo de ondas es que tienen un perfil inicial en forma de pulso, que
se compone de una superposicion de ondas planas con diferente nimero de onda k. Esto se debe a que
cada una de las ondas planas superpuestas viajan con la misma velocidad. Entonces las ondas tienen
forma inalterable y juegan un papel muy importante en aplicaciones de los medios de comunicacién.
Aunque los solitones no sean ondas no dispersivas, poseen la propiedad de tener una forma invariable
y, por ello, deben tener aplicaciones practicas [11].

Por otra parte, haciendo mencién del desarrollo de la tesis, esta consta de seis capitulos, los cuales
estan divididos de la siguiente manera: el Capitulo 1 es la presente Introduccién, en el que, como se
sabe, se da un analisis semidesarrollado del tema a tratar, en nuestro caso se hace un recuento del
surgimiento de los solitones y se menciona como se introdujo en el campo de la Fisica No-Lineal;
el Capitulo 2, nos indica la forma en que se encuentra la Ecuacién No-Lineal de Schrodinger en un
pulso éptico, siendo obtenida a través de la ecuacion de no linealidad de Kerr, donde esta exprecion
es caracterizada por la polarizacion del pulso 6ptico y su campo eléctrico, adémas que se manifiesta
como esta dada la suseptibilidad del medio Kerr debido a la polarizacion; también se propone una
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solucién para una onda viajera dada la Ecuacién No-Lineal de Schrodinger.

Dentro del Capitulo 3 se hace un andlisis de la Ecuacion No-Linela de Schrodinger y se clasifica esta
ecuacién de acuerdo a como se puede encontrar dentro de una funcién no lineal; de igual manera que
en el capitulo anterior se hace un analisis de una onda viajera dentro de la ecuacién y se propone un
método de solucién utilizando una funcién Anzats y nos da un posible resultado.

Posteriormente, en el Capitulo 4 se hace menciéon de una ampliacién de la Ecuacion NLS, la cual
contiene términos de alto orden de tipo Kerr, esta ampliacién se denomina Ley de No-Linealidad
Parabdlica o también conocida como Ecuacion Cibica-Quinta No-Lineal de Schrédinger (ECQNLS).
Aqui se hace una caracterizacion de la No-Linealidad a través del indice de refracciéon de una medio,
que en nuestro caso, es para una fibra optica. Como el objetivo de la tesis es observar la Dinamica de
los solitones, al igual que en los capitulos anteriores se observa el comportamiento de una onda viajera
dentro de la ecuacion ahora propuesta la ampliaciéon ya mencionada, y se hace una generalizacion de
la solucién para la ECQNLS.

En el Capitulo 5, se hace mencién de como encontrar una solucion en la ECQNLS, y se hace un desar-
rollo para encontrar soluciones soliténicas dentro de la misma ecuacién, teniendo como meta encontrar
soluciones, que nos arrojen solitones grices dentro del desarrollo, aqui se encuentra la solucion para
uno, dos y tres solitones grises; también se menciona como es la fase para estos solitones y se da una
clasificacién de la interaccion solitonica.

Por 1ltimo, en el Capitulo 6 se dan la concluciones de los resultados obtenidos desarrollados dentro
de la tesis.




Capitulo 2

Ecuacion NLS en un pulso ()ptico

Existen diversos modelos que estudian solitones. De manera que en este capitulo se analizara la
ecuacion no lineal que describe la propagacion de un pulso éptico en una fibra éptica de alto orden,
esta ecuacién también es llamada ecuacion No-lineal de Schrodinger (NLS).

La ecuacion NLS aparece en varias areas de la fisica, en donde las ecuaciones diferenciales correspon-
dientes describen la propagacién de ondas no lineales en medios dispersivos. Tal es el caso de la teoria
ferromagnética [2], de la hidrodindmica nuclear con la fuerza de Skyrme [3], de la fisica del plasma
[4] v de las particulas elementales [5]. Ademds esté modelo se extiende a la fenomenologia de las
transiciones de fase [6,7] mediante métodos de estados coherentes [8],6ptica no lineal [9] y estudio de
sistemas biolégicos [10].

Principalmente se analizara la ley de No-linealidad de Kerr, para asi la cual describe los aspectos de-
tallados de optica de solitones que como se mensiono asenteriormente se rigen por la ecuacién cibica
no-lineal de Schrédinger (NLS) que es también conocida como ley de No-linealidad de Kerr.

2.1. Ley de No-linealidad de Kerr

La ley de No-linealidad de Kerr se origina cuando una onda de luz en una fibra éptica no lineal se
enfrenta a las respuestas de un movimiento no-armonico de los electrones que rodean una molécula,
causada por un campo eléctrico externo. A pesar de que la respuesta no lineal es extremadamente
débil, sus efectos aparecen en diversas formas a través de largas distancias de propagacién que se
miden en términos de la longitud de onda de la luz.

El origen de la respuesta no-lineal se relaciona con el movimiento de la envolvente no-armoénica de
electrones bajo la influencia de un campo aplicado. Como resultado de ello, la polarizaciéon inducida
(P) es no lineal en el campo eléctrico E, esto implica que el campo eléctrico queda en términos de
orden superior de la amplitud [16-18], entonces la polarizacién toma la siguiente forma:
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P=¢ [[7 X (t —7)E(r)dr + [I= XAt —71)XP(t — )
E(m)E(m)drdr + ffffooo Xt — )X (t — 1)
X3 (t — 1) E(1) E (1) E(13)drdrodTs + ...] (2.1)

donde ¢, es la permitividad del vacio y x1), para j = 1,2, ... es el tensor jth de susceptibilidad de
rango j + 1, que representa los efectos de polarizacién de la luz. La susceptibilidad lineal, x(!), da el
indice de refraccion lineal ng v el coeficiente de atenuacién. El segundo orden de susceptibilidad, x®,
es responsable de la generacién del segundo de armoénico. Entonces, las fibras épticas no presentan
normalmente efectos no lineales de segundo orden, aunque los momentos del cuadrupolo- eléctrico y el
dipolo-magnéticos puede generar efectos de segundo orden no lineal débiles. El menor efecto no-lineal
en fibras no-lineales se origina principalmente del tercer orden de susceptibilidad, x*. Una onda de
luz con frecuencia w ve respuesta no lineal del termino y® a través de la interaccion de w, —w, v
los componetes de w . La respuesta no lineal contribuye a la modificacién del indice de refraccion
[17,19,20].

n(w, |E[*) = no(w) + na(w)| EJ* (2.2)
donde E es la amplitud del campo eléctrico de la onda y n, esta relacionado con x® a través de
ma() = oo x) (23)

para una onda linealmente polarizada en la direccién x. Aqui ng es el indice de refraccién lineal
del medio y el indice de refraccién no lineal nsy es llamado coeficiente Kerr y tiene un valor de unos
10722m? /W para las fibras de silicio. A pesar de que la no linealidad de la fibra es pequeiia, la
acumulacion de efectos no lineales a través de largas distancias puede tener un impacto significativo
debido a la alta intensidad de la onda de luz sobre una pequena seccion transversal de fibra. Dado que
el efecto Kerr aqui se origina en el movimiento no-armoénico de los electrones rodeando las moléculas,
y se satisface la respuesta instantdnea de (2,3). En una fibra, la magnitud del campo eléctrico varia
en su seccién transversal, por lo tanto, un buen promedio de |E|? debe tenerse en cuenta a la hora de
evaluar la respuesta. Por si misma, la No-linealidad de Kerr produce una intencidad dependiente del
cambio de fase resultados de la ampliacion del espectro en la propagacion.

2.1.1. Ley de Kerr en la Ecuacion NLS

En esta parte se va a derivar la ecuacion dinamica de un pulso éptico propagandose a través de
una fibra Optica, en donde se aplica la no-linealidad de la Ley de Kerr. Primero definimos el campo
eléctrico E(7,t), que esta gobernado por la ecuacién

O*P (7, ) N 1 0*E(F,t)
ot? 2 Ot?

V% v x E(F ) + po —0 (2.4)

8
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donde P(7,t) es la polarizacién inducida en el medio, uo es la permeabilidad del vacio, y ¢ es
la velocidad de la luz. Donde la polarizaciéon inducida consta de dos partes, un parte lineal de la
forma P (= eox(l)E) y la parte no lineal que es Pyp; con € es la permitividad del vacio y xV es la
suseptivilidad lineal. De tal manera que el pulso 6ptico toma la forma:

EGJ):%ﬂEGJk”“+CC] (2.5)
fzgj):%ﬂpdnoa%ﬂ+00] (2.6)
Hmmw:%ﬂaimw&M+cq (2.7)

siendo wy la frecuencia que lleva la onda de luz, Z es el vector unitario de polarizacién, y E(7,t),
Pr(7,t) y Pyr(7,t) son pequenas variaciones de las funciones de tiempo [14]. También se representa
en las ecuaciones anteriores el termino C'C' que es el complejo conjugado. Para las fibras opticas se
representa el primer termino de (2.4) como una aproximacién de la forma:

por lo que la ecuacién (2.4) se reduce a

. O*P(r,t) 1 9*E(F,t
2 A S UL (29)
Para este estado es necesario reducir esta ecuaciéon una vez mas; diciendo que la parte lineal de
la polarizacion depende de la frecuencia, mientras que la parte no-lineal no lo hace. Sin embargo son
considerados los medios para los cuales la respuesta no-lineal es instantanea. Entonces la polarizacion

no lineal en fibras épticas, con la oscilacion wy tiene la forma

_ 3 _
PNL(’F, t) = ZEQX(3)|E|2E(f, t) (210)

Ya teniendo ecuacién anterior se define una trasformada de Fourier para E(7,t) de la siguiente
manera

E(F,w) = / E(F,t)el@—w0tgy (2.11)

De forma que si se hace que la suseptibilidad de la parte no-lineal como una constante, la trans-
formada de Fourier de (2.9) es

VIE(r,w — wp)
F 1+ XD (w — wo) B(r,w — wp)
+4 EXP|EPIE(r,w — wo) = 0 (2.12)

9
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La frecuencia dependiente del nimero de onda k se define por

k*(w) = i—j[l + X(l)(w — wo)] (2.13)

Expandiendo la ecuacién (2.13) en una serie de Taylor para k? sobre la frecuencia portadora wy
tenemos

k? = k2 4 2(w — wo)kok) + (w — wo) (k) + (w — wo) Kok (2.14)

de manera que las primadas muestran las derivadas con respecto de w y evaluadas en wy tal que

ko = 24 /1 4+ v (wp) (2.15)
Cc

También k{, es el inverso de la velocidad de grupo v,, mientras que kj es la dispersion de la
velocidad de grupo. Para la dispersién normal k{ > 0, mientras que para dispersién anomala k{j < 0.
Si remplazamos la ecuacion (2.14) en (2.12) entonces la transformada de la ecuacién en terminos del
tiempo da

oF ,0°E 0°E 3
V2E + k2E + 2ikok! " B0 “’0 0| EPE

05y — (ko) =7 e — koky 92 (2.16)

Escogiendo un Ansatz de la forma E(7,t) = A(7,t)e**0* donde el escalar sobre A(7,t) de los pulsos
opticos, varia lentamente a lo largo de un periodo 6ptico, se puede introducir una aproximacion que
varia lentamente como

W < WOE (217)
y
0?A 0A

Ya una vez definido el Anzats se sustituye en E(r,t) y emplenado la ligera variacién de la aproxi-
macién tenemos

VIA 420k % + T4 4 2ikok) %4 — Kok 24

0ot 0 ot2
(k/>282124 +§X(3)JQ‘A|2A:O (2'19)
ot 4 c

siendo V2 el laplaciano perpendicular. Si cambiamos a un marco donde el pulso se mueve con una
velocidad de grupo v, e introduciendo las siguientes transformaciones

2=z (2.20)

10
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y
V=t— 2 =t —2K0 (2.21)
Vg
haciendo esto da
A 9?A 0A ,O0%A 3 wg AP
v +62+2z/~c0(9 +kokoat2+ “x! gy A =0 (2.22)

Donde el segundo termino es mucho menor debido a que la variaciéon es muy ligera. Por lo tanto
(2.22) puede ser modificada como

0A 82A 3 w2
koky—— 4+ ~x®2|APA=0 2.23
Oz + Ko 0 atg C2| | ( )
Considerando solo la parte lineal de la ecuacién antelrlolr7 el cuarto término es despreciado, por lo
tanto se llega a

le _|_ Qlko

A(r,t) = R(r)Q(z, )" (2.24)

donde R(r) es el componete transverlal y 4 es el eigen-valor correspondiente que satisface a

V3 R(r) 4+ 20koR =0 (2.25)

Por la ecuacién no-lineal (2.23), tenemos que (2.25) aun mantiene la estructura del componente
transversal de la propagacién del pulso transversal. De manera, que si combinamos la ecuacién (2.24)
en (2.23) y empleamos la caracteristica de (2.25) tenemos que:

8@ k' o2Q  w
82’ QOW —n2|R|2|Q|2Q =0 (2.26)

De modo que si promediamos esta ecucacién sobre un corte transversal en la fibra tenemos

% - ?W + En2a|Q| Q =0 (2'27)
donde
J|R['dr

El valor nimerico de a dependen de la forma de R(r). Si se toma un medio anomalo considerando
ky < 0y entonces

T=— (2.29)

= /P (2:30)
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Figura 2.1: Solucién de la Ecuacién No-Lineal de Schrédinger, vista de la interacciéon de dos solitones,
y satisface la ecuacién 2.34

t
L, = —2% 2.31
TR 230
y
[kole
P 2.3
0 wonaat? (2.32)
transformando a (2.27) como
O 10 2 _
io—+ 5 Y =0 (2.33)

Esta ecuacion es conocida como la Ecuacion NLS y ha sido usada extesamente para la propagacién
de solitones a través de una fibra optica con la ley de No-Linealidad de Kerr. Para mantener la

uniformidad de la notacién, cambiamos a z — t y 7 — « la cual es la notacién estandar [26] quedando
de la forma

et s+ 0 = 0 (234)
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2.2. Ondas Viajeras

Una onda viajera es una solucién de la Ecuacién NLS [1,13,14] que representa una onda de forma
permanente, que no cambia su forma durante la propagacion y se mueve con una velocidad constante.
Donde la onda puede ser localizada o periédica. Con el fin de buscar una soluciéon de onda viajera
para la ecuacién NLS (2.34), se introduce un Anzats de la forma

U(,t) = Ag[B(x — z)]e’-rertto) (2.35)

donde la funcién g representa la forma soliténica descrita para (2.34) y depende del tipo de no
linealidad en el mismo. También, A y B, representan la amplitud y el ancho de la solitones respecti-
vamente, w es la frecuencia solitonica, k es el nimero de onda, o es el centro de fase de los solitones,
y T en la posicion media de modo que la velocidad de los solitones esta dada por

_dz
Cdt

La anchura y la amplitud del soliton esta relacionada de la forma B = A(A) donde la forma
funcional A depende de la no linealidad de (2.34). Entonces tenemos que

(2.36)

v

Yy = —ABug (7)€" — iwAg(T)e (2.37)
donde la fase es
¢ = —kx + wt + oy (2.38)
y
T=B(xr — ) (2.39)

donde para (2.35) podemos escribir
Vuw = AB*¢" (1) — 2ikABg (1) — k> Ag(7) (2.40)
ahora si sustituimos (2.37) y (2.40) en (2.34) tenemos
1 1
—iBvg + wg + §B29" —ikBg' — 51{;29 + gF(A%¢*) =0 (2.41)
de (2.40) dividimos la parte real y la parte imaginaria, entonces

ABg'(k+v) =0 (2.42)

B%g" — (k* — 2w)g + 2gF(A%¢*) = 0 (2.43)
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2. Ecuacién NLS en un pulso Optico 2.2. Ondas Viajeras

entoces de (2.42), obtenemos

k= —v (2.44)

Ahora, multiplicamos la ec. (2.43) por ¢’ en ambos lados, la integracién y eleccién de la constante
de integracion es igual a cero ya que el perfil de la onda es tal que ¥, ¥, y 1., se aproximan a cero
cuando |z| — oo teniendo

B g)? — (K — 2w)g* + 2 / () F(42g%)dg = 0 (2.45)

Con separacion de variables e integrando una vez mds, la ecuacién (2.45) conduce a

dg
rovtE ; 2.46
! / [(k? —2w)g® — 2f(g2)’F(A2g2)]§ ( )

La ecuacién (2.46) puede ser integrado sélo si la ley de no linealidad se conoce.
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Capitulo 3

Ecuacion No-lineal de Schrodinger

La ecuacién No-lineal de Schrodinger (NLS) proporciona una descripcién canénica sobre la dindmi-
ca de una onda plana cuasi-monocromatica propagandose en un proceso de dispersién débilmente no
lineal. El tiempo y las distancias de propagacién son cortos, la dinamica es lineal, pero las interac-
ciones no lineales acumuladas son un importante resultado en la modulacién de la amplitud de onda
a grandes escalas espaciales y temporales. La ecuaciéon NLS expresa la relacién de dispersién lineal
que es afectada por el engrosamiento de las lineas espectrales asociados a la modulacién y a las in-
teracciones resonantes no lineales. En 6ptica, esto también puede ser visto como una extension a los
medios no lineales en aproximaciones paraxiales, ampliamente utilizados para la propagacion de ondas
lineales en medios aleatorios.

Escribimos la ecuacién No lineal de Schrodinger de la siguiente forma[l-13]

donde F(]1|?)1) es un valor y una funcién algebraica que debe tener la suavidad de una funcién
compleja F(||*) : C — C. Considerando un plano complejo C' como un espacio lineal de dos
dimensiones R?, entonces se puede decir que la funcién F(|1|*)1 es k veces continuamente diferenciable

de modo que
F(|¢|2>¢ € Uznzlck((_nun) X (_mam)7 R2)

Matematicamente esta es la forma estandar de escribir esta ecuacion [7,13]. Donde las variables = y ¢
son diferentes para los distintos problemas [13]. Por ejemplo para el problema de una onda dispersada
en una fibra éptica, ¢ esta relacionada con la distancia a lo largo de la fibra, y = estd relacionada con
el tiempo (por convencién para Ecuacién NLS), es decir una cordenada moviendose con la velocidad
de grupo del pulso. Asi, las ecuaciones de este tipo son algunas veces conocidas como ecuaciones
no lineales de evolucion. Esta es una ecuacion diferencial parcial no lineal que no es integrable, en
general. La no integrabilidad no estd necesariamente relacionada con el término no lineal de (3.1).
Los altos ordenes de dispersion, por ejemplo,pueden también hacer un sistema no integrable mientras
estos siguen siendo hamiltoniano.
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3. Ecuacién No-lineal de Schrodinger 3.1. Clasificacién de la No linealidad

De tal forma que la solucién soliténica simple tiene la forma:

W = tysec h[(F/2)? do(x — at)eapli(a/2)(x — b)) (3-2)

donde a y b son las velocidades de la dotacién y transporte, respectivamente; y ¥ (x,t) es compleja.

La Ecuacién (3.1) rige la evolucién de un paquete de ondas en un medio débilmente no lineal
y dispersivo. Una de las aplicaciones de esta ecuacion estd en la formacion de un patrén, usado
para modelar la formacién de patrones de algunos sistemas fuera de equilibrio. En particular, esta
ecuacion es ampliamente utilizada como se ha mencionado en la 6ptica como un buen modelo para la
propagacion de pulsos 6pticos no lineales en fibras [1-14].

3.1. Clasificacion de la No linealidad

Existen diversos tipos de no-linearidades de la funcién F' en (3.1) caracterizandose de la siguiente
manera [13]:

1. Ley de Kerr: F(s) = s. También se conoce como No-linealidad ctbica es la forma més sencilla
de conocer la ley de No-linealidad. En este caso, la ecuacién NLS es integrable por un método
llamado la Dispersiéon de transformacién inversa. La mayoria de las fibras opticas que estan
disponibles comercialmente obedecen la ley de no linealidad de Kerr .

2. Ley de Potencias: F'(s) = sP. En este caso, es necesario tener a 0 < p < 2 para evitar el co-
lapso de ondas. De hecho, es obligatorio que p # 2 para evitar la singularidad auto-enfocada.
Esta ley surge de la no linealidad en plasmas no lineales y resuelve el problema de los pequenos
K-condensados en la teoria débil de turbulencias. También surge en el contexto de la 6pti-
ca no lineal. Fisicamente, los diversos materiales, incluyendo los semiconductores,exhiben no-
linealidades de la ley de potencias. Este es un caso de no linealidad, donde se incluyen terminos
de perturbacién por andlisis de multiple-escala. El caso en que p = % se estudia en turbulencias
de solitones.

3. Ley Parabdlica: F(s) = s + vs?. Esta ley se conoce comtinmente como la No-linealidad ctibica-
quinta. El segundo termino es grande para el caso de p-cristales de sulfonato de tolueno. Esta
ley surge de la interaccién no lineal entre las ondas de Langmuir y electrones. En él cual se
describe la interaccion no lineal entre las ondas de Langmuir de alta frecuencia y las ondas de
iones-acusticos por fuerzas de movimientos de reflexion.

4. Ley de doble potencia: F(s) = s? + £s*. Este modelo se utiliza para describir la saturacién del
indice de refraccién no lineal, y tiene soluciones solitonicas exactas. La ecuacion efectiva GNLS
con la No-linealidad de la ley de doble potencia sirve como un modelo bésico para describir
solitones espaciales fotorrefractivos-fotovoltaicos en materiales tales como el niobate de litio.
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3. Ecuacién No-lineal de Schrodinger 3.1. Clasificacién de la No linealidad

10.

. Ley de saturacion: F(s) =

Las No-linealidades 6pticas en muchos materiales organicos y polimeros pueden ser modeladas
usando esta forma de No- linealidad. El soliton de este modelo se vuelve inestable y en la region
inestable 1 < p < 2 existe decadencia, mientras que para p > 2, los solitones colapsan en un
tiempo finito.

: i‘f\s Esta ley con A > 0 describe con precisiéon la variacién de la

constante dieléctrica de los vapores de gas a través de los cuales se propaga un haz laser [30]. La
cual establece No-linealidad 6ptica saturada en un valor finito de intensidad éptica en la mayoria
de los materiales. F'(s) en estos materiales puede ser modelada utilizando el formulario, que se
conoce como la forma No-lineal saturanda. Fn fibras de semiconductores dopados, la propagacion
de solitones se basa en el uso de No-linealidad saturada en lugar de la habitual No-linealidad
de Kerr. En donde, en la observacién de la No-linealidad de este tipo, no es demasiada alta en
intensidad, en algunos semiconductores dopados de vidrio y otros materiales compuestos. Este
caso es estudiado numéricamente en la literatura.

Ley Exponencial: F(s) = 55 *(1—e ). En este caso la No-linealidad exponencial sirve como un
modelo util homogéneo, de plasmas no magnetizados y plasmas producidos por laser. Cuando
la velocidad de fase de oscilacién lenta de plasma es mucho menor que la velocidad térmica
de iones, se puede obtener la densidad electrénica adiabatica o cuasi-estatica en virtud de la
aproximacién cuasi-neutral. Ahora, la combinacion de la ecuacién de acoplamiento que presenta
una amplitud compleja que varia lentamente con el movimiento del plasma de baja frecuencia,

se obtiene la ley de No-linealidad saturable.

Ley logaritmica: F'(s) = aln(b?s). Esta ley surge en diversos campos de la fisica contempordnea.
Permitiendo encerrar de forma exacta las expresiones de haces Gaussianos estacionarios, asi como
periddicos y cuasi-periodicos en regimenes de haces de evolucion. La ventaja de este modelo es
que la radiacion de los solitones periddicos esta ausente debido a que el problema de linealizacion
tiene un espectro solament discreto.

Ley polinomial de Alto orden: F(s) = s+wvs?+~s>. Esta ley es una extension de la ley parabdlica
[35]. Esta ley también se observé en varios sistemas fisicos [31, 35]

Ley de Triple potencia: F(s) = s + vs? + vs%. Esta ley es una ampliacién del producto de la
ley de doble potencia y es una generalizacién de la ley polinomial de Alto ordeno.

Ley de Umbral:

ny:s <l
F(s) —
(5) {TYQiSZ[O

Una transicion sin problemas de este tipo pueden ser modeladas como:
F(s) = As(1 + atanh[y(s* — I))?%])

donde para s < I, F(s) ~ nys, donde n; = A(1+a tanh®[y(12)]),y para que s > Iy, F(s) ~ nas,
donde ny = 1 + a. Aunque los ejemplos y los materiales épticos no lineales, que obedecen esta
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3. Ecuacién No-lineal de Schrodinger 3.2. Solucién de la Onda Soliténica

ley todavia no se conocen muy bien, los solitones biestable tienen propiedades interesantes
que pueden ser ttiles para futuras aplicaciones en toda la optica-logica y los dispositivos de
conmutacion.

De estas diez formas de la funcion F, la primeras cuatro leyes de no linealidad permiten soluciones
solitonicas exactas, sin embargo, para la ley saturable, la solucién solitonica exacta no se conoce y
esta forma de no linealidad se puede resolver por medio del principio variacional.

Hasta la fecha se conoce, una forma no cerrada de soluciones soliténicas sobre todo, para las primeras
cuatro formas de no linealidad. Sin embargo, una considerable cantidad de investigaciones esta en
marcha para la ley polinomial de alto orden y la ley triple de no- linealidad para poder obtener la
forma cerrada de soluciones soliténicas épticas.

Con lo que se puede decir que la ecuacién NLS describe los fenémenos con una débil no linealidad y
una fuerte dispersién, como las olas en aguas profundas, los laseres auto-enfocados en dieléctricos, la
propagacién de senales en fibras épticas.

3.2. Solucion de la Onda Solitonica

Como se vio en la seccién anterior se trata de encontrar una solucién a la ecuacién (3.1) NLS;
entonces se busca una solucién localizada de |¢| que es estacionaria en z, es decir, una forma esta-
cionaria del paquete [5]. Dado que estamos interesados en una solucién local, nos aseguramos de que
la solucién sea unicamente una campana (para describir el solitén) mediante la imposicién de las
siguientes condiciones:

1. |¢] esta limitada por dos limites ps y pp;

2. para |1?| = ps, [1]? es un extremo, es decir, para |?| = ps, Ot|?/0t = 0, pero la 92|yp|* /0t £ 0;
y

3. pp es un valor asintdtico para |1|*> cuando t — oo, es decir, para [¢|> = pp, O"||?/Ot™ = 0,
conn=12,...

De forma que la solucién que satisface estas condiciones para (3.1), donde se introducen dos
variables una real y una compleja, las cuales son p y o respectivamente, es

U(t,w) = \/p(t, z)e ") (3.3)

entonces si sustitiumos esta expresion dentro de (3.1), se tiene

dp 0 Jo B
% + a (p5> =0 (3.4)
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3. Ecuacién No-lineal de Schrodinger 3.2. Solucién de la Onda Soliténica

1d 1 (dp 2 do 1 (do\”
42 2 (22 = — 4+ = 3.5
&m[p+p(m)] ax+2(m> (3:5)
Entonces la condicién estacionaria para |t|* = p resulta cuando % = 0. entonces de (3.4), tenemos
que

0% = ofa) (3.6)

Mostrando que existe solo una tinica opcién posible para que la constante de integracion c(x) sea
una constante independiente de x. Para esto, se toma que del lado izquierdo de (3.5) sea una funcién

de t, y, por tanto,
oo 1 [(do\?
% + 5 <E) = f(t) (3.7)

donde para las derivadas con respecto de = y ¢, tenemos

o0 1dpdet
0x20t pdt do

mientras que para (3.7)
o 1dPc
0x20t  pda?

de manera que,

d*c dc? 1 dp rant

— /—— = — — = constante

dz?" dx  p?dt
de tal forma esta solucién no es aceptada, siendo la tnica opcién alternativa c(z) = constante.
Consecuentemente, (3.6) se hace

pi—j = c¢1(constante) (3.8)

a:/;+m@ (3.9)

Porque do /0t puede ser una funcién solo de t, para (3.7), la 0o /Ox también deberia ser una funcién
de t. De ahi, tomamos la dA/dx sea una constantes (= Q)
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3. Ecuacién No-lineal de Schrodinger 3.2. Solucién de la Onda Soliténica

o= /ﬁ + Qx (3.10)
p
Usando esta ecuacion en (3.7) se obtiene la ecuacién diferencial parcial ordinaria para p(t):
dp\* _ 3 2 2
il —4p° + 8Qp” + cop — 4cy (3.11)

Ahora se busca una solucién de esta ecuacién, sujeta a las condiciones de 1 a 3. Para satisfacer
la condicién 1, dp/dt debe desaparecer sélo para dos valores de p, pp v ps. Ademas, la raiz para pp
representa un valor asintético de p, esto debe ser una doble raiz. Estas condiciones son encontradas
s6lo para —4c? > 0, o ¢; = 0, y de ahi, también ¢, = 0. La ecuacién (3.11) se reducen a

2o\ 2
(d_i) = —4p +80p* = 4p*(p — ps) (3.12)
donde
po = 24 (3.13)
La ecuacion (3.12) se puede escribir en la forma Hamiltoniana, como
1 (dp 2
- | = V=EFE 3.14
2 (dt) * 0 (3:14)

siendo V' = 2p%(p—ps), Eo = 0. Este potencial efectivo hace notar que existe un particula atrapada
en un potencial que tiene un periédo de oscilacién infinito, que es, una aproximaciéon a p = 0 despties
de un tiempo infinito, si esto comienza en p = py con velocidad inicial cero. Esto corresponde a una
solucién soliténica. Integrando la ecuacion (3.12) tenemos que

p = posec h®(\/pot), (3.15)
donde p=py =20, Q2 >0y
o=Qr=p/2 (3.16)

La ecuacion No-lineal de Schrédinger (3.12) puede mostrar que es invariante con respecto a la
transformacion de Galileo, que esta, satisface una funcién ¢'(z,t), que esta dada por:

V' (x,t) = exp|—i(kx + (1/2)k*x) (2 + ko, )

con una variable independiente k£, una constante de fase ¢ y una posicién de tiempo %y, sobre la
solucion soliténica se convierte en

Y(x,t) = nsechn(t + kx — to)exp | —ikt + %(772 — k)x —io (3.17)
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3. Ecuacién No-lineal de Schrodinger 3.2. Solucién de la Onda Soliténica

Potencial Efectivo No-Lineal

V(p)
= - M
[¥5] - (W3] fod [¥5]
|

=

1
=
LA

i l ! | | l | | l |
Figurz% 3.1: Potencial Efectiyo No-lineal que muestra una particpla atrapada en este potencial, donde

tomamos p, como 1 por simplicidad. p
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3. Ecuacién No-lineal de Schrodinger 3.3. Solucién de una Onda Viajera en un medio Kerr

donde n = /pg

Esta ultima solucién de onda soliténica consta de cuatro pardmetros de los cuales n representa la
amplitud y ancho del pulso de la onda solitonica, k representa la velocidad del mismo (la cual es una
desviacion para la velocidad de grupo); la posicién de tiempo to y la fase . Notando que la altura
1 es inversamente proporcional al ancho del pulso, y la constante k que representa la velocidad del
pulso de transmisién, es independiente de la altura del mismo. Respecto a esto, los ultimos hechos
difieren para un soliton KdV donde la velocidad del soliton es proporcional a la amplitud del pulso.
La solucién soliténica de la ecuacién NLS expresada en (3.17) es llamada solitén envuelto. Teniendo
que la forma de la onda de luz es un solitéon optico.

3.3. Solucién de una Onda Viajera en un medio Kerr

Para el caso de la no-linealidad de Kerr la ecuacién (3.1) es

et s 0 = 0 (3.18)

entonces la ecuaciéon del (2.42) se simplifica como

B%*¢" — (k* — 2w)g +2A%¢° =0 (3.19)
De tal forma si multiplicamos la ecuacién (3.19) por ¢’ y las interacciones producidas tenemos

2(1.2 2 2
g (k" — 2w — A%g%)
(¢')? = 2 (3.20)
Haciendo una separacion de variables y tomando la integracion, escojemos una constante de inte-

gracion igual a cero, con lo que
d
T — vt = / J (3.21)

g\/k;2 — 2w — A%g?

y en la sustitucion de

k2 — 2w
2

g = A2cosh20 (3.22)

conduce a la solucién solitonica

A )
1) = i(—kz+wt+oo) 92
vl t) cosh|B(x — f(t))]e (3:23)
donde

k=—v (3.24)




3. Ecuacién No-lineal de Schrodinger 3.3. Solucién de una Onda Viajera en un medio Kerr

B2 _ k2
w=—Fg— (3.25)

mientras que A = B nos da la solucién 1-soliténica de la ecuaciéon NLS con no-linealidad de Kerr
que puede ser obtenida a través de una onda con un ansatz, como se mostro, anteriormente.
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Capitulo 4

Ecuacion Cubica-Quinta de Schrodinger

Ahora consideramos la propagacion de un pulso éptico en el medio, que es caracterizdo por la
no-linealidad de alto orden de tipo Kerr. El modelo ciibico-quinto es muy conveniente para estudiar
ondas solitonicas en dos y tres dimensiones, de forma que cuando la no-linealidad ctibica esta auto-
enfocada, la no-linealidad quinta esta auto-desenfocada, excluyendo el colapso de las ondas [26]. En
esta se seccion se va a llevar a cabo el tratamiento para una dimension; tomando en cuenta la ley de
no-linealidad parabdlica, que est también llamada Ecuaciéon No-Lineal Cubica-Quinta de Schrodiger
(ENCQS) [27].

4.1. Ley de No-Linealidad Parabdlica

Esta ecuacién se ha conocido desde hace mucho tiempo para haces épticos auto-enfocados en
el espacio y el tiempo, propagandose en un medio no-lineal. El colapso de haces épticos en dos y
tres dimensiones en un medio Kerr se considerada como un medio de produccion de altos campos
eléctricos fuertes. Aqui se observa que la inclusién de una no-linealidad saturable singular podria
detener el colapso, por lo que la formacion de un haz éptico que se propaga sin cambiar su forma
temporal o espacial, se resuelve conjuntamente por los efectos no lineales. Para obtener un poco de
conocimiento del diametro del haz de auto-captura, es necesario considerar no-linealidades superiores
al tercer orden. Como se reconocié en 1960 y 1970 donde la saturacién del indice de refracciéon no-
lineal tiene un papel fundamental en el fenémeno de auto-captura, la no-linealidad de orden superior
surgen para mantener el orden superior de los términos no-lineales en el tensor de polarizacién [27].
La no-linealidad de quinto orden, y el indice de refraccién vienen dados por

n = ng + no| B> + ng| E|* (4.1)

donde ny es el indice de refraccién lineal del medio y |E|* es la intensidad del campo eléctrico
de la onda de luz, mientras que ny = 3x /8ng y ny = 5x /1619 con ng > ny|E|> > ny|E|*. Aqui,
no y ny representan respectivamente los coeficientes de tercer y quinto orden no-lienal. En general,
los coeficientes no vy ny pueden ser positivos o negativos, dependiendo del medio y la frecuencia
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4. Ecuacion Cubica-Quinta de Schrodinger 4.1. Ley de No-Linealidad Parabdlica

seleccionada [26,27].

De manera general, anteriormente se presta poca atencién a la propagacién de haces opticos en la
no-linealidad de quinto orden para los medios, porque no se conocian las soluciones de analiticas y
parecia que las posibilidades de encontrar cualquier material con un termino significante de quinto
orden fueron escasas. Sin embargo, los acontecimientos recientes han reavivado el interés en este ambito
[7]. La susceptibilidad éptica de lentes dopados de C'dS,S;_, fue experimentalmente demostrada
teniendo una considerable y®), o susceptibilidad de quinto orden. También se demostré que existe
una parte importante de no-linealidad x® en el efecto transmitir en un cristal transparente un pulsos
de femtosegundos intensos en 620 nm [5,7,26].

Ademas de estos efectos de saturacién, también se propuso que el dopaje del cristal de silicio con dos
semiconductores apropiados conduce particulas (en una regién lejos de la saturacién) exactamente a
la forma parabdlica del indice de refraccion con un incremento efectivo del valor de ny y un valor
reducido de ny. En otros materiales, los valores de ny y ny también puede depender del dopaje [27].

Un material orgénico no lineal como es el polydiacetyleno de sulfato de para-tolueno (SPT) es otro
material que puede ser descrito con exactitud por la ley parabdlica. Las mediciones de SPT indican que
ne > 0y ng > 0 a 1600nm, con baja pérdida y absorcién multisolitonica insignificante. El espectro
de SPT revela dos de tres fotones excitandos que pueden representar el valor observado de ns. La
ausencia de estados cercanos que pueden saturar, se puede interpretar como las derivadas de Stark
para ny del cambio de los dos estados de fotones. Esto lleva a la conclusién de que el modelo de la
ley parabdlica puede considerarse como un modelo exacto para el SPT y materiales similares, ya que
este material produce solitones de menor potencia. La confirmacién experimental da lugar a que el
SPT sea la tnica clase de material de estado sélido con no-linealidad de tercer orden positivo y quinto
orden negativo.

Un reciente estudio de la no lineal de modulacién de auto-fase de un haz fundamental en un proceso
de generacion del tercer-armoénico mostré que el haz experimenta un cambio de fase de orden superior
como consecuencia de que el coeficiente ny es una suma de dos términos. La primera se debe a la
susceptibilidad inherente de x® del medio y el segundo es debido a una cascada de no-linealidad de
tercer orden, es decir,
ny = nfllir + nzasc

con el término n$®° en cascada, lo cual es proporcional a (x3)2. Los términos en cascada n§** siempre
pueden ser superiores a nd" mediante la manipulacién de la muestra de longitud, del vector de onda,
y la intensidad del haz.

Observando el desarrollo tedrico y prestando interés en la éptica de la propagacion del haz. La forma
de la ley de no-linealidad parabdlica con NLSE [27] esta dada por
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4. Ecuacion Cubica-Quinta de Schrodinger 4.2. Onda viajera en la ECQNLS

i+ s + (W2 + )y =0 (42)

4.1.1. Aplicaciéon de la Ley Parabdlica

Para esta parte, teniendo la ecuacién NLS (3.1); podemos decir que f es dependiende solo en un
instante de la intensidad de luz [7]. De manera que si tenemos la funcién f de la forma

f(s) =s+wvs’ (4.3)

haciendo v negativo, el potecial tiene un méaximo, y si esto ocurre s = sy, donde

51(v) = —%[1 + /1540 (4.4)

La condicién v(s;) > 0 demanda que qv > —13—6 para que exista un solitéon. Si v es positivo, no
obtenemos un maximo, entonces un solitén puede existir para toda v > 0. En otro caso, podemos
escribir bajo la intensidad maxima para un pulso centrado teniendo la forma

\/1+ 13—6Vq - 1] (4.5)

4.2. Onda viajera en la ECQNLS

Tenemos que la ECQNLS descrita por (4.2), de la forma

3

sm(v) = 1

i+ s + (W7 + o1 = 0

y escribiendo la ecuacion (2.43) como

B¢ — (k* — 2w)g + 2A%¢* + 2vA%¢° = 0 (4.6)
multiplicando (4.6) por ¢’ e integrando, nos queda
2
g
(¢) = 35 [3(k* — 2w) — 34%g* — 2vA%¢"] (4.7)
Utilizando separacion de variables e integrano nuevamente, entonces queda

dg
T 4
e \/§/ g[3(k% — 2w) — 34392 — 20 A4gh]1/2 (4.8)

al entonces resolver esta integral tenemos la solucién 1-solitonica es de la forma
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V(s)
S

Figura 4.1: Potencial Efectivo para la No-linealidad parabdlica, v > 0 (linea punteada)(caso kerr),
v < 0 linea sélida (ECQNLS)

27



4. Ecuacion Ciubica-Quinta de Schrodinger 4.3. Generalizaciéon de la ECQNLS

A

v = [1 + acosh(B(x — z(t)))]/? e!(Theratten) (4.9)
donde
B(t) = 2A(t) (4.10)
ko =-v (4.11)
w =4 _F (4.12)
y

4
a=1/1+ §I/A2 (4.13)

Donde A es la amplitud y parametro principal del solitén, B es el ancho del soliton, v es la
velocidad, w es la frecuencia, k es el nimero de onda, T y o es el centro del solitén y el centro de la
fase del solitén, respectivamente. La ecuacién (4.10) da la relacién entre la amplitud y el ancho del
soliton para el caso de la ley no-lineal de potemcias. Entonces, los parametros dinamicos del solitén
son:

% —0 (4.14)
o (4.15)
% 0 (4.16)
% — k& (4.17)

Estos parametros nos dan la dindmica de los pulsos épticos solitonicos.

4.3. Generalizaciéon de la ECQNLS

Sabemos que la ecuacién NLS en terminos quintos es (4.2), cuando v sea la susceptibilidad no-
lineal de quinto orden. La cual describe la propagacion de un pulso en la ecuacién de la ley parabdlica
no-lineal. Siendo que cuando v = 0 se aplica la ley de Kerr. Entonces la solucién soliténica de (4.2)
queda:

2,7) = 2v4 et (4.18)
\/1 + /1 + BrAcosh(2vAr)
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4. Ecuacion Ciubica-Quinta de Schrodinger 4.3. Generalizaciéon de la ECQNLS

sabiendo que B = 16/3 como se observo en la subseccién 4.1.1. La solucién solo es validad para
—3/16 < vA < co. En lo cual para limites pequenos, la energia del solitén tiende a infinito. En donde
existe un pico de intensidad del pulso cuando

¥ (z, 1) (4.19)

que esta dado por la ecuacién (4.5), en el cual en el limite cuando v = 0 la solucién de (4.18) se
reduce a la ecuacién estandar NLS.
Siendo esto la energfa transportada por el solitén para (4.18) teniendo la forma

Q= /_OO [Y|2dr (4.20)

3 1 vA
QZ\/;tan (4 ?> (4.21)

Q=Y 3 <4 _”A> (4.22)

la cual al integrar nos queda

De otro manera cuando v > 0

V2u 3

Y finalmente para el caso de que 3/16 < vA < 0, si |v| es muy pequeno, entonces

Q ~ 2V2A (1 — %VA + ) (4.23)

De modo que se considera la propagacién de un pulso éptico en un medio, el cual es caracterizado
por tener una linealidad de alto orden. siendo un modelo muy conveniente, para el estudio de ondas
solitonicas en dos y tres dimensiones, cuando la no-linealidad cubica esta auto-enfocada y la no-
linealidad de quinto orden esta auto-desenfocada, la onda colapsa, por lo cual para evitar este efecto
se toma de forma unidimensional de la ecuacion generalizada de schrodinger
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Capitulo 5

Solitones grises en una Fibra ()ptica en la

ECQNLS

La no-linealidad de alto orden en fibras 6pticas se relacionan con campos 6pticos mas fuertes y de
gran poder de correspondencia dentro de las fibras o en los casos en que la frecuencia del campo se
acerca a una frecuencia de resonancia de algin material. En ambas situaciones, existe un interesante
efecto fisico, en el cual hay una saturacion de no-linealidad con el aumento de la intensidad del campo
optico, simplemente, es una influencia importante de orden superior, donde los términos no-lineales
en el indice de refraccion dan el comportamiento de los fenémenos de ondas no lineales. En donde se
podria pregunta la forma en la que influyen los términos no-lineales de alto-orden en la propagacion
de solitones 6pticos. Para lo cual se propone un modelo concreto para la ley no-lineal del indice de
refraccion; donde se modela la no-linealidad del indice de refraccion en una expansion de serie de po-
tencias Ec. (4.1). Si la expansién se reduce a términos de segundo orden con respecto a |E|?, entonces
la ecuacién diferencial correspondiente que rigen la evolucion no-lineal del campo eléctrico sobre el
pulso en el medio, esto es la Ecuacién Cibica Quinta No-Lineal de Schrodinger (ECQNLS),[41]. Con
estd, se establece, que la no-linealidad puede ser utilizada para la propagacion de una onda solitaria
en una gufa de ondas Gpticas altamente no-lineales [42-44]. De modo que, se considera un medio con el
indice de refraccién no lineal dado, en el que se permite hacer una evaluacién analitica relativamente
sencilla, para ofrecer al mismo tiempo, nuevas caracteristicas fisicas de la propagacion de una onda
solitaria en una fibra optica.

Formalmente la ecuacién ctbica-quinta no-lineal puede ser obtenida por una expansién en la sat-
uracién no-lineal de (4.1) de la forma n(w, F) = no(w) + noE/[1 + (n4/n2)E] . Aqui la no-linealidad
cubica-quinta es obtenida por el dopaje de la fibra con dos materiales semiconductores apropiados.
Donde se debe tener un dopante Kerr positivo constante ngl) > ( y gran saturacién de intensidad del
campo Eg)‘T y el otro deben tener un efecto negativo Kerr constante ”g; < 0 casi la misma magnitud,

pero, la intensidad de saturacién menor, EQT << Eé'lf)lT‘ Entonces se puede ampliar la expresion de
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n(w, E), truncando la serie, y se llega a la no-linealidad cibica-quinta[40-41].

En los ultimos anos, ha habido grandes avances sobre la medicion de la no-linealidad cibica-quinta
en fibras épticas [45-48]. Donde la propagacion de pulsos a través de las fibras no-lineales ha recibido
mucha atencion ya que la competencia entre los diferentes 6rdenes de no-linealidad podrian resultar
en la estabilizacion fuerte de la propagacién de pulsos [49]. Analiticamente, la generacién de solitones
brillantes y oscuros se ha discutido en la no-linealidad cibica-quinta en fibras opticas con dispersion
constante [50,51].

5.1. Solucién de una Onda Solitonica en la ECQNLS

Para esta parte se hace un listado de como se lleva a cabo el método de solucion, para el anélisis
de una onda soliténica en la ECQNLS, de donde tenemos:

1. La respuesta no-lineal del medio es aceptada por ser no resonante e instantanea.

2. El tercer y quinto armoénico generan ondas que requieren una fase especifica que coincida con
las condiciones que no son consideradas.

3. El ancho de impulso en el tiempo es lo suficientemente grande (/2 >= 0,1ps) para descuidar los
efectos de orden superior tales como la dispersion de tercer orden, el auto-encurvamiento, y el
retraso de la respuesta no lineal, etc [13]. Los cuales llegan a ser apreciables para los pulsos de
femtosegundos y no se toman en cuenta.

4. La distancia de propagacién es tal que el efecto de perdida es despresiable. Donde la perdida
puede ser tomada en cuenta de una manera sencilla, por un analisis numérico del comportamiento
de la onda solitaria.

Si el coeficiente del indice refractivo no-lineal de la Ec. (4.1) ny > 0y ny < 0, la ecuacién CQNLS
describe la variacion lenta del pulso E en una fibra optica que tiene la forma:

i) + Py —X1¢+X2W’2w —X3|¢‘4¢ =0 (5.1)

como habiamos visto anteriormente ¢ es la coordenada longitudinal, x es la coordenada temporal,
y de acuerdo al orden de los terminos el tercer coeficiente y; es el que tiene relaciéon con la
velocidad de grupo, con €2 > 0 conteniendo la dispersién normal; y los coeficientes para el
término Cubico y Quinto son de la forma yo = kongan, X3 = Ko|na|az, ko = wo/c, con wy es
la frecuencia de onda; y aq, as son coeficientes de dispersion dimensionales, tomados en cuenta
para la distribucién de campo radial en el régimen no-lineal [14].
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Asumiendo un perfil temporal adecuado del pulso, el equilibrio entre la dispersién y los términos
no lineales en (5.1), exige que la parte ctibica y quinta no-lineal sean proporcionales. El tiempo inicial
y la anchura de los pulsos puede calcularse sobre la base de estas igualdades al igual que los valores
tipicos para el indice de refraccion no-lineal de los coeficientes para los diferentes materiales.

5.2. Solitones Grises en la ECQNLS

En esta seccion, se mencionan las caracteristicas fisicas de la propagacion de un solitén, en una
fibra dptica, se propone una ecuacién similar a (5.1), donde se van a encontrar la solucién para uno,
dos y tres solitones grises, en la ecuaciéon Cubica-Quinta No-Lineal de Schrodinger, usando la solucion
solitonica de la ecuacién de Boussinesq para materiales estructurales [26,39].

Aqui se va representar a la ECQNLS, como una contribucién, en la cual se contienen solitones grises
y su interacciéon mutua en dimensiones de espacio-tiempo con coordenadas locales (z,t), representada
como

ipr + Paw — (310 = (2A+ po))(Je|* = po)p =0 (5.2)

Siendo A el parametro principal del modelo. Donde las ondas no-lineales de tipo kink y de tipo
burbuja aparecen en una importante variedad de sistemas fisicos cuya dinamica es gobernada por
la ec. (5.2); es decir que la no linealidad de tercer orden es saturada por terminos de quinto orden
con signo opuesto, como se observo anteriormente. De manera que con esta consideracién en mente,
podemos hacer un importante mapa de la ec.(5.2) dentro de otra ecuacién no lineal escogiendo los
valores de los parametros determinados y un vacio conveniente. La solucién de la ultima ecuacién (si
se encuentra) podria servir como soporte elemental para la construccién de la ECQNLS, que admite
soluciones de n-solitones. Mostrando que posteriormente esto se acerca a la posible solucion.

La idea principal para la biisqueda de soluciones solitonicas en la Ec. (5.2), es elegir los valores de
los parametros determinados y un vacio adecuado, minimizando la pieza potencial del Hamiltoniano
para la ecuacion, la cual es:

wo=a (5.3)

5.2.1. Parametrizacion de la ECQNLS

Para realizar la parametrizacion de la ECQNLS,se hace mencion que, esta ecuacion tiene tanto
soluciones topolo’gicas como no topoldgicas. (ver referencia 52).
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Las soluciones no topoldgicas, son aquellas cuyas condiciones de frontera en el infinito, son las
mismas que posee el estado de vacio. En cambio, los solitones topoldgicos poseen condiciones de fron-
tera topologicamente distintas de las condiciones de frontera que tiene el vacio. Lo que quiere decir
en particular, que deben existir estados de vacio degenerados [3]. Esto quiere decir, que el solitén
estarda “Amarrado” por sus condiciones de frontera.

En el caso de las soluciones regulares (que son denotadas como ¢ y a las cuales se les llama
soluciones de campo) en la ECQNLS en dimenciones espacio-temporales. Nos permiten encontrar
soluciones soliténicas en forma explicita.

De manera que teniendo la ecuacién (5.2), obtenida mediante la ecuacién (5.1) con simple cambio
de escala de las variables y de la funcién de campo . Tenemos que los pardmetros A y pg satisfacen
la relacion

A o3 ay it (5.4)

Po 4 pv
y las transformaciones de escala seran

3
Y(x,T) = m@(%ﬂ
T= (g) %(A +2p) %t
— §L(A + on)*lx

2+/2u

Por lo que si perdida degeneralidad es posible fijar el valor pg = 1, por que las propiedades de
las soluciones dependen sélo de la relacién paramétrica p%. Donde A puede ser negativo o positivo en
funcién del sistema fisico de estudio.

Aqui como se ve en la seccién 4.1 el signo de v en (5.4) nos indica la existanecia de un solitén
debido a la intensidad del pulso que atravisa la fibra 6ptica.

Por lo que la estabilidad de la solucion estacionaria va depender del signo de v, de igual forma
que el caso de la dispersiéon normal la cual como se observo anteriormente es con v < 0, por lo que
tenemos un valor para A real para cualquier valor de u y las soluciones obtenidas para las perturba-
ciones presentan una amplitud constante, por lo que en estas condiciones la solucion estacionaria se
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Lr

| N
Figura 5.1: Potencial para varios valores del parametro A de la ec. (5.2). Los minimos de este potencial
estan ubicados en los puntos ¢ = 0y ¢y = ++/a.

considera estable a pequenas perturbaciones, como es el caso en la no linealidad de kerr. Por lo que se
observa una buena trasferencia de informacién a través de la fibra éptica [53]; y de manera contraria
para v > 0 la amplitud de perturbacién crece exponencialmente.

Estas condiciones concuerdan con las aplicaciones expuestas en el capitulo 4.
Con estas condiciones el hamiltoniano que da origen a (5.2) tiene la forma

E= / (lol?)dz + / (o> = po)? (> — A)dz =T + V

De manera que es sencillo observar con las condicones anteriores que la ecuacién (5.1) se obtiene
de la ecuaciéon Hamiltoniana de movimiento

) . oF
Wy =ik = 33
2

Donde el iltimo término de la ecuacién anterior es la variacién del hamiltoniano £ con respecto
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a la variable p. al exigir que la energia del sistema sea finita, donde el campo ¢ en el infinito debe
satisfacer
(24+1)

donde A = 0,1, =5~ es una constante que denota a los vacios (estables e inestables) del potencial,

es decir los valores del campo en donde ¢ = ++/a

Como se puede ver, en este célculo el potencial del modelo tiene una serie finita de vacios degener-
ados. Donde el término ”Vacio”, no significa un estado en el espacio de Hilbert, sino uan configuracion
clasica con energia minima. Entonces si la energia es finita las soluciones de la ecuacion de movimiento
conlleva a que los valores sintéticos de 1 (x) debe de coincidir con los minimos del potencial.

Retomando, la ecuacién (5.3) se dice que es un vacio estable para este sistema, con a =
Donde las ondas lineales alrededor de este vacio tiene una relacién de dispersion de Bogoliubov.que
para este caso es:

2A+1

w? = kK (k* + %(A —1)(24+ 1)) (5.5)

Posteriormente, analizaremos las oscilaciones no lineales en la vecindad del vacio estable ¢y. Con-
sideramos una solucién perturbada de (5.2) de la forma

con p(xz,t) como la nueva funcién desconocida a ser resuelta. De manera, que se presentan dos
nuevas funciones:

(e, 1) = Bla,t) + (. ) (5.7)
(1) = —i(d(x,t) — 9(a.D)) (5.8)

siendo los ultimos términos de las ecuaciones anteriores, los complejos conjugados. Por otra parte
usando estas mismas ecuaciones, en el siguiente sistema

Oty + Dua(Dgath — Babyp + 6b3¢%) = 0
at = _axx

podemos transformar la ecuacién (5.1) como una ecuacién de Boussinesq de la forma

Urr — Uge + 6(U?)ge + Ugeee = 0 (5.9)

Asumiendo que la perturbacion ¢(z,t) es del mismo orden que

b=a—1=(A-1) (5.10)

De manera, que se cambia la escala de transformacion como
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6
T = 6abt, £ = V6abx, ) = %U (5.11)

Las variables dependientes e independientes de las ecuaciones (5.9) y (5.2) son relacionadas por la
ecuacién (5.11). Consecuentemente, para ondas transonicas, la ec. (5.11) puede reducirce a la ecuacién

KdV

La ECQNLS pude mantener solitones tipo burbuja o tipo oscuro, que presentan un comportamien-
to interesante para el caso en el que el sistema sale de un estado de vacio triplemente degenerado [26].
Es importante notar que cuando la degeneracién del vacio es ligeramente destruida haciendo A = 2¢;
los solitones tipo burbuja o solitones grices pueden aparecer profusamente alrededor de un vacio cuasi-
estacionario ¢g.

Analizando el comportamiento de los solitones grices, uno puede encontrar que pueden interactuar
elasticamente, sin perdida de energia, ademas, que se forma un condensado por el lento viaje de los
solitones tipo burbuja. Donde usamos el Método de directo de Hirota [34] para encontrar la solucién
de la ecuacién (5.9). Este método es bien conocido, ya que da uno de los rasgos més asombrosos de
esto, cuando las transformaciones inversas fallan. De modo que las soluciones solitonicas de la ecuacién
de Bq que buscamos puede ser representada como:

2

)
U= gan ) (5.12)

siendo posible escribir la ecuacién (5.12) en la siguiente forma bilineal

—(f2)? 4 [ for + (fe)? + ffee +3(fee)” — 4fefece + fecee =0

considerando que:
f =1+ aeGlew

y usando la aproximacion estandar de Hirota la funciéon desconicida puede ser obtenida resolviendo
la siguiente ecuacion:

(DeD-—Dg) f-f=0 (5.13)
donde los operadores D" acttian en funcién de g(&,7) y h(§,7) como
D{'DYg - h = (0 — 0g)™ (9 — 0e))" (& T)(E, T)|ergrrr
Siendo evidente que la forma bilineal de la Ecuaciéon de Bq pertenece a la clase

Q(Dvayv o f) = O,Q(O) =0
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Para esta clase de ecuaciones, en contraste con U, las soluciones de solitones son realmente simples
en términos de f en contraste con U. Este método ha resultado ser bastante eficas. Después de algunos
calculos, las soluciones multi-solitonicas se puede presentar como

N N
f& )= Z exp’ [Z Hit)i + Z ity Aij (5.14)
§=0,1 i=1 1<i<j
= pi€ — & — 06 =+l 6= —1 (5.15)
Q= pi(1—py)'? (5.16)
con
N N
exp’ [Z pitli + Y pitt Ay
i=1 1<i<j
siendo

N N
exp’ [Z pani + > it Ay
=1

1<i<j

N N
= e x exp [Z pani > gt Aij
=1

1<i<j

y el pardmetro ¢ puede tomar dos valores arbitrarios por definiciéon +1. Esto significa que, para
construir la solucién especifica, tomamos sélo uno de los valores diponibles del parametro e.Con la
Velocidad de cada solitén, y antisolitén denotada por v; = €2;/p;. Donde p; y n; son dos constantes
reales relacionadas con la amplitud y la fase, respectivamente, del i —" esimo soliton y cumplidos los
A;; coeficientes, entonces tenemos:

(€vi — €5v5)* — 3(pi — Pj)2|
(eivi — €5v;)* — 3(pi + p;)?

Es facil comprobar también que la velocidad del i-ésimo soliton determina la manera en que pueden
viajar por el medio unidimensional, por ejemplo en la fibra optica. Si bien la soluciéon de solitones
habitual de la ecuacién normal de Boussinesq (Bq), viaja més rédpido debido a que su amplitud es
mayor que la del otro, sin encambio el soliton se puede comportar de manera opuesta. En otras
palabras,los solitones pequenos deben viajar mas rapido que uno de mayor altura. Esto ocurre porque

la velocidad de cada soliton toma la forma
v =14/1— p?

5.2.2. Solucién para un-soliton gris

exp [Ay] = | = |ag] (5.17)

De aqui por procedimiento estandar uno puede encontrar las soluciones solitonicas.
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Ahora se busca la solucién solitonica para la ecuacién cibica-quintica de Schrodinger empleando la
integrabilidad de la ecuacién Bq. Como es comun en fisica restringimos la parte real Rep(x,t) = ['(z,t)
de la solucién compleja de p(x,t) de (5.6).

[(z,t) = g — Rep(z,t) = Va — @M;,t)

Teniendo para este caso, la solucion solitonica para un soliton gris de la siguiente forma:

(5.18)

[(x,t) = a— %pQ (Sech [g\/@ (x + \/@Vﬁ) + lna]>2 (5.19)

donde « es el coeficiente de la exponencial en la siguiente expresién

f&,7) =14 aerE+V) (5.20)

y determina la solucién de la ec. (5.12).

Ya que la ecuacién Bq fue obtenida considerando la estricta restriccién (3) tomarmos el valor
definitivo del parametro principal A = 1 + %e, con € < 1. Este valor del pardmetro destruye la de-
generacién del vacio (cuando A = 1, donde la energia potencial tiene triple degeneracién del vacio)
permitiendonos tener dos minimos locales degenerados, con uno global en el centro del potencial de
estos. Este valor del pardmetro A encuentra la condicién de los valores de las pequenas amplitudes
para oscilaciones no-lineales |¢(z,t)| < 1 alrededor del campo vacio estable ¢g. La solucién de un
soliton gris para un valor selecto del parametro A es mostrado en la Fig. 5.

5.2.3. Solucién para dos-solitones grises

Por otra parte, la solucién de dos-solitones, dada por la funcién desconocida f(&,7) de (5.13)
asume la forma:

(& 7)=14exp(m) +exp (m) +exp (m + n2 + 20) (5.21)

donde n; = pi(& + ST + mi), ML) M = _-, Y como es usual §; = 1,7 = 1,2. Donde p; y v; son
constantes reales. El coeficiente que juega un papel importante en la obtencién de soluciones es:

(6 —vi)* =3 (pi —p;)°
(6; —v:)* = 3 (pi + p))*

Como se puede observar para esta expresion, el parametro G;; puede tener ambos signos positivo
o negativo, mientras que la funcién f(§, 7) satisfancen la ecuacién (5.13) para amplitudes y fases del

G,j = texp[20] = £ (5.22)
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a0

Figura 5.2: Solucién solitonica obtenida por medio de la Ec. de Bq. para la ECQNLS, que muestra un
solitéon gris
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i — ésimo solitén. Después sustituimos la funcién f(&,7) dentro de la ecuaciéon (5.12), uno puede
obtener la solucion de dos solitones grises como), uno puede obtener la solucion de dos solitones grises
como

12b (piSech?® () + piSech?® () + (o — 1) Sech? (5) Sech? (2) [B (p1,p2)]) (5.23)
Va [4+ (a— 1) (1 + Tanh (%)) (1 + Tanh (22))]? '

[(z,t) =+a—

donde B(p1,p2) = (3) [2p1p2 + p5(1 4 €™) + pi(1 + €"2)] con
a = Gy = exp(20)

Es facil checar q la velocidad del i — ésimo solitén de Boussinesq determina la manera en que puede
viajar a lo largo del medio. Mientras que el soliton largo de la ecuacién no-lineal usal (por ejemplo en
KdV') viaja més réapido que uno corto, para solitones en la ec. (5.1) es lo contrario, un soliton corto
debera viajar mas rapido que uno largo. Esto por que las velocidades solitonicas son determinadas

por la ecuacién
v; = +4/1—p? (5.24)

Similar a lo visto con anterioridad. Consecuentemente, En la ECQNLS un soliton gris estrecho y
profundo viajara mas rapido que un soliton gris ancho y corto. En el caso particular de o« = 1,py = 0
la solucién de un soliton gris es obtenida por la ec. (5.23).

5.2.4. Solucion para tres-solitones grises

Ahora encontraremos la solucién para tres-solitones grises. La funcién f(&,7) que determina la
solucién para N = 3, acorde a la expresién (5.13) es

FET)=1+e"+eP + e+ Grae" ™™ + Goze™ B + G378 4 yeh 121 (5.25)

Donde v = G12G23G31 v Gy son los valores definidos por la ec. (5.22) pero ahora con 4, j = 1,2, 3.
Subsecuentemente, remplazando la ec.(5.25) en la solucién general (5.12) podemos obtener la solucién
de tres solitones grices de la ECQNLS (5.1).

Una vez, obtenido las soluciones, cabe mencionar que, las propiedades 6pticas No-lineales en una
fibra dptica estan definidas por las ecuaciones de Maxwell, sobre la base del indice de refracciéon en
terminos de |E|, y de las correspondientes condiciones de frontera en la interfaz del centro y del reves-
timiento. Aqui la geometria de la propagacion de las ondas solitarias aumenta con el valor de ny, visto
anteriormente. Entonces, con una fibra monomodo, el quinto orden de dispersion, que representa la
distribuciéon de campo radial no-lineal, es siempre mayor que el de tercer orden, lo cual va ser repre-
sentado con la energia del pulso. Propagandose las ondas solitonicas en el rango del mismo parametro.

40



5. Solitones grises en una Fibra ()ptica en la ECQNLS 5.3. Fase de Un solitén Gris

Por otra parte para un solitén gris, la energia de creacién dentro de una fibra optica es muy
pequena en comparacion con la creacion de un solitén brillante. Por eso para este tipo de solitones la
amplitud de campo eléctrico es igual al de una onda solitonica tipo kink, por lo que en una fibra éptica
puede ser soportada la entrada y salida de solitones grices, con las condiciones necesarias, mencionadas
anteriormente.

5.3. Fase de Un soliton Gris

De acuerdo con la ley de Kerr, la solucion compleja de la ENLS, correspondiente a un solitén gris
es

¥ = V@ |[V1= A% — iAtanh |\/gA(qv/a(1 — A2)¢ — 7)|| expligg] (5.26)

El cambio total de fase ¢ para un solitén gris en un medio Kerr varia entre 0 y 7. Cuando el cambio
total de fase es mayor, entonces el solitén es oscuro (A = 1) y se propaga perpendicularmente al frente
de onda. La limitacion en 7 sobre el cambio de fase del soliton no es solo una peculiaridad de un
medio Kerr. Sin embargo, esta no es una restriccion en el cambio de fase total del solitén, en algunos
modelos del cambio de indice refractivo no-lineal (en particularidad la no-linealidad saturable) que es
méas general que el caso Kerr,

Para dejar en claro lo propuesto anteriormente se propone un ejemplo en donde se tiene una funcién
F(s), vista en la seccién (3.1), donde se decribe un medio més general que el medio Kerr. Primero
recordamos la ecuacion (3.1) que tenia la forma:

1

de forma que haciendo un andlisis completo de las propiedades del soliton [seccién 5.2] Tomamos
un primer modelo el cual es utilizando la Ley Parabdlica No-Lineal (Cap. 4) con la funcioén F(s) de
la forma de la ec. (4.3)
F(s) = s+ s%

donde el coeficiente v como habiamos dicho antes puede tener tanto valores negativos como posi-
tivos. De Manera que cuando v es positivo, el indice de refracciéon cambia fuertemente para un medio
Kerr, que es donde existe una dependencia de Intensiadad Superlineal. Para v < 0 existe una depen-
dencia de intensidad sublinear. Y cuando v = 0 como se habia dicho con anterioridad esto describe el
medio Kerr. El cambio de fase total de un solitén gris, para cualquier v, esta dado por

A
¢ = 2 arcsin (A2 g A2)c> (5.27)
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Donde el coeficiente ¢ es

1+ wsg(4— A%/3)
“T1T vso(1 — A2/3)

Por otro lado si queremos ilustrar las propiedades de fase del solitén, utilizamos el plano complejo
que describir lo real y la parte imaginaria de la amplitud de campo modificado (7, £)e~%. Cualquier
solucién de la ecuacién (3.1), en la forma de un solitén puede representar en este plano por alguna
trayectoria (una curva paramétrica fijada en & con 7 como un pardmetro). Por ejemplo estas trayecto-
rias para el caso Kerr, la no-linealidad parabdlica y los modelos con indece de saturacion se muestran
en la Figura(5.4).

El estado base de los solitones grises en cada caso es una solucién de la ec. (3.1) en la forma de una
onda plana

¥ = qoexpiF (q5)& + ido (5.28)

donde ¢y es la fase del estado base. Para la Ley de Kerr, esta se reduce a 1 = \/ay explia;&] con
go = /a1, como se mostro anteriormente. La fase ¢ es arbitraria pero las fases estan relacionadas las
fases sobre la imagen, para un solitén oscuro (ver ref.[7]). Aqui, el solitén en estado base sobre un plano
complejo esta localizado en cualquier lugar sobre un circulo con radio gq. Por simplicidad tomamos
a ¢o = 1 en todas las figuras. La variacion de la amplitud del solitéon y la fase son mostrados sobre
el plano complejo por una curva que esta localizada dentro del circulo, y que inicia y termina dentro
del circulo. Estos dos puntos corresponden a la amplitud del estado base para 7 — oo y 7 — —o0. El
cambio total de fase a través de los perfiles del solitén estan dados por un angulo anclado al origen por
los puntos inicial y final. Para la no-linealidad de Kerr representada en la figura (5.4a) por una linea
recta. La distancia de maxima aproximacion al origen corresponde a la raiz cuadrada de la intensidad
minima. En contraste, A2, aumenta, entonces la linea se mueve hacia el origen y el cambio total de
fase de los solitones aumenta hasta llegar a 7 para un soliton oscuro.

Cuando el término vs? se aumenta a la no-linealidad Kerr, ec. (4.3), la trayectoria en un plano
complejo no es una linea recta. (Fig.5.4b). Con un mismo contraste, se tiene sélo un punto en comin
con la linea recta que representa el caso de Kerr, ya que éste es una tangente a la curva. Una car-
acteristica interesante de esta curva, es que su curvatura depende del signo de la constante v. De
modo que definamos el signo de la curvatura de la curva como positivo, si la curva se inclina hacia el
interior (con respecto al origen) de la recta tangente y negativo si se dobla hacia el exterior. Asi, la
curva muestrada en la fig. (5.4b) tiene curvatura positiva cuando v es menor que cero y la curvatura
negativa cuando v es positivo. En consecuencia, el cambio total de fase depende también del signo
de contraste en la A%2. Como la diferencia de enfoques de la unidad (el caso de un solitén oscuro)
disminuye la curvatura: la curvatura poco a poco se convierte en una linea recta y el cambio de fase
total va a 7. Por lo tanto, 7 es el cambio de fase limitante para solitones cuando la no-linealidad esta
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Figura 5.3: Trayectorias en el plano complejo para solitones grices resultado de: (a) No-Linealidad
tipo Kerr. (b) No-Lienealidad Parabdlica

dada por la ecuacién (4,3). Esto también puede ser visto a partir de la ecuacion (5.29). La grafica de
la fig. (5.4b) muestra la relacién entre la curvatura de la trayectoria y el signo de v.

5.4. Clasificacion de la Interaccion Solitonica

La clasificacion de la interaccién solitonica puede ser analizada en un sistema comun de dos y tres
estructuras solitonicas. Por simplicidad denotamos el pardmetro « de la ec. (5.13) y v de la ec. (5.25)
por el simbolo comiin o. Analizando ahora las posibles caracteristicas de los solitones grises dentro de
la dependencia del parametro o.

1. 0 > 0. Los parametros de velocidad satisfaceran las siguientes desigualdades
2 2_ 1585 0. — 3
v+ v; 50i0;0;0; —5 > 0 (5.29)
v+ v — 26000, —3 < 0 '
i J 299 T 3
Los signos 610, muestran como se mueven las interacciones solitonicas. Si esto es positivo, ten-
emos ondas viajando en direccién igual y para el valor negativo (-1) tenemos solitones moviendose

en direccién opuesta. El caso opuesto; ¢ < 0 muestra singularidades solitonicas que podemos
evitar.

Para ambos casos de arriba, las soluciones solitonicas después de la interaccion cambian de fase.
Esto significa que los cambios de fase solitonicos de ¢ a n? + In |o| y el total de cambios de fase

43



5. Solitones grises en una Fibra Optica en la ECQNLS 5.4. Clasificacion de la Interaccién Soliténica

para los otros 2(3) — 1 solitones es In |¢|. Como podemos notar fécilmente, el total de cambios
de fase desaparece. El factor que posiciona dos solitones después de colisionar no coincide con
las posiciones que puedan tener si existe el otro soliton,lo que nos dice que cada uno de ellos
tenga un cambio de fase. El méximo en las colisiones no es igual a la suma de los dos maximos
de solitones individuales antes de colisionar.

Aparentemente cambian enegias y momentos sin radiacién. Cuando G;; > 0, se evitan singular-
idades.

2. 0 = 0. Tenemos en este caso la interaccién resonate de solitones[6,7,8,9,10]. En este caso, ob-
servamos insteraccion resonante de solitones grises. Este comportamiento ocurre cuando los
parametros relevantes tienden a satisfacer la ecuacion

5ivi—5jvji\/§(\/1—v§—\/1—v§) ~0 (5.30)

Para dos interacciones solitonicas tenemos dos valores de subindices © = 1 7 = 2. en la ecuacion
(5.29), entonces se tiene que: p, = p; £ P2, ¥ w, = wy £ wy con w; = d;\/1 — p? - p; vy la fase
Ny = pr(& + 0,0t +1.), donde el subindice r implica la condicion de resonancia.

Por lo tanto, la ecuacién (5.25) es transformada dentro de una combinacién lineal de exponentes
que producen interaccion resonante. Dos solitones pueden colicionar inelasticamente formando
un soliton gris ”virtual”.

Para el caso de tres solitones la interaccién inelastica es ligeramente mas interesate. De hecho, si
uno de los pardmetros a;; desaparece, entonces v = 0. Sin embargo, los otros dos pueden tener
valores arbitrarios. Esto significa que dos solitons grises podrian colisionar inelasticamente para
formar un soliton que inetarctua con un tercero elasticamente. Otro rasgo interesante puede ser
obsrevado cuando dos a;; son iguales a cero mientras que el tercero no es cero. En esta ocacion, la
imagen es similar a la bien conocida para la interaccién dos-solitonica. Cuando todos los a;; = 0
para resolver aproximadamente el sistema (5.30), uno puede encontrar que tres solitones grises
pueden colisionar inelasticamente para formar unicamente un soliton después de la colision.
Esto representa la condensacion o la fusion de burbujas o solitones grises. En el caso de usar los
diagramas del contorno de estas soluciones, significa lo siguiente: lo rayos amplios corresponden
a las burbujas pequenas mientras que las estrechas bandas a los grandes solitones grises.
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Figura 5.4: Interaccién dc dos salitones regulares. Si uno de ellos tiene velocidad mayor, entonces su
amplitud correspondiente sera menor con respecto a la que posee el otro soliton
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Capitulo 6

Conclusiones

Como parte del trabajo se hizé un analisis extenso de las soluciones para una onda soliténica
(comunmente llamada ”Soliton” ), encontradas en la ECQNLS. Donde principalmente se vio el caso de
la No-Linealidad tipo Kerr y la No-Linealidad Parabdlica, haciendo un caso especial para la solucién
de un soliton gris en la ECQNLS, teniendo en cuenta como se produce un solitéon dentro de una fibra
optica bajo las condiciones necesarias expuestas principalmente en el capitulo quinto, mismo en el que
se muestran los patrones de estabilidad de propagacién del pulso éptico.

De modo que al considerar la propagacion de un pulso 6ptico en un medio, caracterizado por
tener una linealidad de alto orden. Se propuso un modelo muy conveniente, para el estudio de ondas
soliténicas en dos y tres dimensiones, el cual por casos de auto-enfoque colapsa, pero se evita este co-
lapso tomando una forma unidimensional la ecuacion generalizada de Schrodinger, la cual se ve como
una relacion de dispersion, donde se considera una funcién tipo anzats, para obtener la solucién de la
misma, teniendo en cuenta la suceptibilidad del medio Kerr. Teniendo en cuenta que la no-linealidad
del efecto Kerr, es debida a al dependeincia del indice de refracién de la fibra sobre la intensidad del
campo. Con la intensidad del indice de refraccién dando lugar a un gran nimero de efectos no-lineales.

También se describieron los tres tipos de soluciones en una forma unificada en la que sus paramet-
ros se expresan en funcion de la energia del pulso. Esto le permite darse cuenta de que, debido a la no
linealidad de quinto orden en una fibra,los solitones brillantes y grices pueden propagarse en el rango
del mismo paametro. Lo que no pasa con los solitones negros las cuales son soluciones muy diferentes
por un valor critico de la intensidad del campo en el fondo y se pueden propagar con energias de
diferentes longitudes de onda e intensidades de fondo.

Siendo que para la ECQNLS se analiza la ley parabdlica no-lineal donde la suceptibilidad de alto
orden va relacionada con los indices de refracién de los medios no-lineales, mostrando claramente la
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formaciéon del pulso 6ptico centrado bajo la influencia de una intensidad maxima. Observando que,
para la ley parabolica el indice de refraccién cambia mas fuertemente cuando el valor de v es positivo
que para un medio Kerr, por lo que se dice que tiene una dependencia de intencidad superlineal.

Por lo que, podemos ver la existencia de solitones grises con la variacién de la ecuacién (5.1) ha-
ciendo la transformacion a la ecuacién (5.2) debido a la intensidad del pulso que atravisa la fibra 6ptica.

Por lo que la estabilidad de la solucion estacionaria va depender del signo de v, para el caso de la
dispersion normal, con v < 0, por lo que tenemos soluciones para las perturbaciones que presentan
una amplitud constante, dadas las condiciones de la solucién estacionaria que se considera estable a
pequenas perturbaciones. Observando una buena trasferencia de informacién a través de la fibra éptica.

Podemos decir que, en el modelo de la ECQNLS puden surgir solitones tipo burbuja o solitones gris-
es con comportamientos de interaccion cuando el sistema esta surgiendo para un estado con tres vacios
degenerados. Esto es sobresaliente si destruimos ligeramente esta degeneracion (haciendo A =1+ %e),
los solitones tipo burbuja o solitones grises pueden aparecer profundamente alrededor del vacio Cuasi-
estable ¢y. Analizando el comportamiento de solitones grises uno encuentra que pueden interactuar
elasticamente sin perdida de energia y ademds pueden condensarse formando burbujas que viajan
lentamente.

Es posible mostrar que la creacién y/o aniquilacién de solitones grises con solitones singulares y
viceversa ocurre durante su interaccion. Es seguro detectar que esta imagen es muy similar al caso de
interaccién de particulas elementales. De hecho, la colision de dos solitones singulares formando dos
solitones regulares se asemeja a la aniquilaciéon de dos “particulas” mientras se crean otras dos “par-
ticulas” y viceversa. Para el caso de dos solitones, unos singulares aparecen cuando a;; < 0 en la ec.
(5.21). Sobre este requerimento, los valores de p; satisfacen a: p;p; > 0 0 p;p; < 0. Esto significa, que los
pi = £4/1 — v? deben ser tales que las velocidades correspondientes v; no satisfacerdn el sistema (5.25).

En el surgimiento de solitones singulares para el caso de tres solitones, el valor de 7 en la ec. (5.24)
debe ser negativo. Para este caso, uno puede construir ocho combinaciones de a;; (i #,j = 1,2,3) que
produce 7. Se ve facilmente que cuatro de ellos son responsables de producir solitones singulares de-
bido a su signo negativo.

Por otra parte, para la relacion de las soluciones de un solitén gris en la ECQNLS, dentro de una
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fibra éptica, se toman en cuenta las caracteriticas que describen la propagacion del solitén dentro de
la misma, debida debida a la saturacion de la no-linealidad, en el campo éptico.
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